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1. METODY PRZYBLIZONE W MECHANICE
KONSTRUKCJI

Konstrukcje odksztalcalne moga by¢ badane doswiadczalnie Iub metodami
teoretycznymi; analitycznymi i numerycznymi. Powazng wadg analiz eksperymentalnych jest
ich koszt 1 czasochtonno$¢. Dotyczy to zard6wno wigkszosci badan modelowych jak i badan
obiektow rzeczywistych. Pracochtonno$¢ metod doswiadczalnych jest szczegolnie odczuwana
w trakcie prac projektowych, gdzie analizie poddawane sg r6zne warianty konstrukcji. Dlatego
rozw0dj metod teoretycznych, przede wszystkim metod numerycznych, wpltywat zawsze na
jakos¢ projektowanych konstrukcji inzynierskich. Przykladem moze by¢ postep w
konstrukcjach statkow, dzwigow, wysokich budynkéw, samochodow, samolotow.

Badania teoretyczne polegaja na sformulowaniu odpowiedniego opisu matematycznego i
nastgpnie rozwigzaniu postawionego problemu. Niestety, dla bardzo wielu praktycznych
problemow mechaniki konstrukcji mozna zbudowac¢ wiarygodny model matematyczny, ale nie
sg znane odpowiednie $ciste rozwigzania analityczne. Prostym przyktadem takich zagadnien
jest wyznaczanie wspotczynnikow koncentracji naprezen. Tylko w bardzo szczegélnych

przypadkach znane sg rozwigzania dokladne.
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Rys. 1. Rozwigzywanie zagadnien analizy osrodkéw cigglych metodami przyblizonymi.
Schemat postgpowania
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Dlatego rownolegle do rozwoju analitycznych metod znajdowania rozwigzan Scistych
byly opracowywane 1 doskonalone metody przyblizone. Wigkszo§¢ zadan analizy
wytrzymalosciowej konstrukcji rozwigzuje si¢ wspolczesnie za pomoca metod przyblizonych,
przy wykorzystaniu obliczen komputerowych.

Ogo6lny schemat postgpowania przy zastosowaniu metod przyblizonych przedstawiony jest na
rysunku 1.

Pierwszym krokiem na drodze poszukiwania rozwigzania jest budowa modelu
matematycznego. Potrzebna jest do tego znajomo$¢ odpowiednich praw fizyki, sformalizowany
opis wlasnos$ci materialowych, ksztattu konstrukcji, jej warunkow podparcia 1 obcigzenia. Dla
kazdego rzeczywistego problemu mozemy zbudowa¢ wiele roznych modeli matematycznych.
Bardzo prosta ilustracja moze by¢ tu zadanie okreslenia ugigcia pod wpltywem sit ciezkosci

swobodnie podpartej drewnianej deski (rys. 2).
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Rys. 2. R6zne modele w analizie wytrzymato$ciowej zginanej deski

Dla takiego zagadnienia mozna przedstawi¢ typowy jednowymiarowy model
matematyczny belki, dwuwymiarowy model zginanej ptyty lub pelny model trojwymiarowego

zadania mechaniki ciat odksztatcalnych. Wtasno$ci materiatu i rownania opisujace konstrukcje
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moga w najprostszym przypadku zaktada¢ izotropowa liniowg sprezysto$¢. Moga rowniez
uwzglednia¢ anizotropig, lepkosprezystos¢ czy duze ugigcia i w konsekwencji nieliniowos¢
zjawisk. RoOwniez warunki brzegowe mozna przyja¢ w postaci uproszczonej lub uwzgledni¢ na
przyktad zjawiska kontaktowe. Przyktad ten pokazuje, ze zwykle nie ma jednego, najlepszego
modelu obliczeniowego dla analizy wytrzymatosci elementow konstrukcyjnych. Wiasciwy
model obliczeniowy zalezy od celu analizy, wymagan stawianych konstrukcji, zadanej
doktadno$ci wynikoéw, dostepnosci danych materiatowych, ale takze - w duzym stopniu - od
dostepnych narzedzi obliczeniowych.

Ponadto opis matematyczny wybranego modelu mozna przedstawi¢ w rdznych
sformutowaniach, na przyklad rownan rozniczkowych, odpowiadajacych im roéwnan
catkowych lub w ujgciu wariacyjnym, w postaci problemu minimalizacji odpowiedniego
funkcjonatu [5]. Budowa modelu matematycznego stanowi najwazniejszy element analizy
obliczeniowej, w ktorym bardzo trudno zastgpi¢ bezposrednia decyzje cztowieka przez
sformalizowane algorytmy post¢powania.

W metodach przyblizonych problem poszukiwania nieznanych funkcji (opisujacych
pole przemieszczen, odksztalcen i1 naprezen) zastepujemy przez problem poszukiwania
skonczonej liczby parametrow, za pomocg ktorych mozna opisaé — w pewnym przyblizeniu-
poszukiwane funkcje.

f(x)
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Rys. 3. Dyskretyzacja i aproksymacja na przyktadzie funkcji jednej zmiennej

Dokonujemy tego poprzez dyskretyzacje, czyli wybor skonczonej liczby parametrow

opisujacych w przyblizeniu analizowany problem oraz aproksymacje poszukiwanych funkcji
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za pomocg innych z géry zatozonych prostych funkcji, ktore uzaleznione sg od wybranych
parametrow.

Najprostszym przykladem dyskretyzacji 1 aproksymacji jest numeryczna reprezentacja
dowolnej funkcji f(x) w przedziale <a,b>. Zrealizowa¢ mozemy to przez podziat przedziatu
<a,b> na n rownych podprzedzialéw o dtugosci h=(b-a)/n.

Funkcje ciagla f{x) reprezentowac bedzie wtedy zbior (n+1) wartosci f(a+ih), i=0,1,2, n.
Przyblizone wartos$ci funkcji dla dowolnej wartosci x z przedzialu <a,b> wyznacza¢ mozemy
za pomocg aproksymacji funkcjag w podprzedziatach statg (schodkowa), liniowa (tamang) lub
na przyktad wielomianowymi funkcjami sklejanymi (rys. 3).

Metody przyblizone analizy osrodkow ciaglych stanowig intensywnie rozwijang czes$¢

wspotczesnej matematyki. Wigza si¢ z problemami analizy funkcjonalnej, metod
numerycznych i rachunku wariacyjnego. Prezentuje si¢ je czasem jako szczego6lne warianty tak
zwanych technik residubw wazonych dla przyblizonego rozwigzywania zagadnien
opisywanych przez rownania rozniczkowe czastkowe [5,7].
W naukach technicznych metody przyblizone opisywane sa zazwyczaj od strony zastosowan,
jako wyspecjalizowane procedury obliczeniowe dla okreslonych zagadnien, na przyktad pol
deformacji sprezystej, pol temperatury, pot elektrycznych i magnetycznych. Istnieje wiele
metod przyblizonych, stosowanych od dawna w mechanice ciata odksztatcalnego i mechanice
konstrukcji, np. metoda Ritza, Galerkina, Trefftza, kollokacji, Kantorowicza [2,6]. Metody te
roznig si¢ postacig modelu matematycznego, sposobem dyskretyzacji 1 aproksymacji, a takze
stosowanym algorytmem obliczen. Jednak wspoiczesnie dominujg te metody przyblizone, ktore
charakteryzuje tatwo$¢ pelnej automatyzacji i ktore rozwingty si¢ wraz z rozwojem technik
komputerowych. Najbardziej znane z nich to metoda roéznic skonczonych (MRS), metoda
elementéw skonczonych (MES) i metoda elementéw brzegowych (MEB). Nazywamy je
metodami numerycznymi lub komputerowymi. Kazda z tych metod ma bardzo bogata literature
1 prezentowana moze by¢ w wielu odmiennych sformutowaniach.

Metoda roznic skonczonych bezposrednio wykorzystuje model matematyczny w postaci
rownan rézniczkowych opisujacych rozwigzywane zagadnienie [4,5]. Dyskretyzacja polega na
ustaleniu w analizowanym obszarze siatki weziow, np. w przypadku dwuwymiarowym
prostokatnej lub trojkatnej. Przyjmujemy, ze w kazdym wezle pochodne mozna przyblizy¢
przez tak zwane ilorazy roéznicowe, czyli wyrazenia algebraiczne uzaleznione od warto$ci
funkcji w weztach przyleglych. Réwnanie roézniczkowe w kazdym wezle zastgpowane jest
przez odpowiednie rownanie algebraiczne wigzgce wartosci funkcji w najblizszych weztach.

W rezultacie otrzymujemy uktad réwnan, ktérych liczba odpowiada liczbie weztow.
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Niewiadomymi sg warto$ci poszukiwanej funkcji w tych weztach. Warunki brzegowe
przedstawiane sg jako dodatkowe zwiazki taczace wartosci funkcji w weztach przylegajacych
do konturu analizowanego obszaru.

W metodzie elementow skonczonych [6,7] zamiast rozwigzywac¢ rOwnania rozniczkowe
poszukujemy przyblizonego rozwigzania sformutowania alternatywnego w postaci problemu
minimalizacji odpowiedniego funkcjonatu'. Zagadnieniami minimalizacji funkcjonatéw i ich
zwigzkami z odpowiednimi réwnaniami rézniczkowymi zajmuje si¢ dzial matematyki
nazywany rachunkiem wariacyjnym. W MES analizowany obszar dzielony jest na podobszary,
nazywane elementami skonczonymi. W przypadku dwuwymiarowym moga to by¢ np. trojkaty
lub czworokaty. Elementy skonczone tacza si¢ ze sobg w weztach. Potozenie weztow elementu
wyznacza jego ksztalt. Przebieg poszukiwanej funkcji u wewnatrz kazdego elementu wyznacza

si¢ za pomocg z gory ustalonych funkcji aproksymujacych nazywanych funkcjami ksztattu:
u(@) =Y N,@)y,
gdzie u, stanowia warto$ci funkcji w wezlach, X jest wektorem wspolrzgdnych, a N, sa

funkcjami ksztattu.

Minimalizowany funkcjonat przedstawi¢ wtedy mozna jako funkcj¢ wielu zmiennych
Niewiadomymi sg zwykle wartosci poszukiwanej funkcji w weztach catego obszaru. Warunek
minimum prowadzi do ukladu réwnan liniowych, ktorego rozwigzanie okresla nieznane
wartos$ci funkcji w weztach.

Metoda elementow brzegowych [5] wymaga znajomosci tak zwanych brzegowych
réwnan catkowych, ktéore w innej formie wyrazaja zwigzki znane w postaci rownan
rozniczkowych lub w postaci problemu minimalizacji odpowiedniego funkcjonatu. Dla wielu
zagadnien tak zwane brzegowe sformutowanie, ktore wyraza catkowe zalezno$ci migdzy
warto$ciami funkcji 1 jej pochodnych dla punktow brzegowych jest znane z analizy
matematyczne;j.

Dyskretyzacja polega na podziale brzegu na mate segmenty zwane elementami brzegowymi.
W przypadku dwuwymiarowym mogg to by¢ odcinki prostych lub tez krzywych, ktorych
ksztatt opisany jest przez wielomiany. Zapisanie dyskretnego odpowiednika réwnania
catkowego dla kazdego wezla prowadzi do ukladu réwnan algebraicznych, z ktérego mozna

wyznaczy¢ warto$ci poszukiwanej funkcji na brzegu.

! Metoda elementow skonczonych moze by¢ prezentowana jako oparta na innych sformutowaniach)]



GRZEGORZ KRZESINSKI. MES_1. CZESC 1. MATERIALY DO WYKEADU.

Rownania rozniczkowe
czastkowe

Catkowe rownania brzegowe

Problem minimalizacji
funkcjonatu

v

v

v

Budowa siatki weztow i
przyjecie wybranych
schematow roéznicowych

Podziat brzegu na segmenty
(elementy brzegowe) i zatozenie
odpowiednich funkcji aproksymuja-
cych na elementach — funkcji

ksztaltu

Podzial obszaru na mate
podobszary (elementy skoficzone) i
przyjecie odpowiednich funkcji
aproksymujacych na elementach —

funkcji ksztaltu

O

v

P
L—

-

T
+—

|

v

Zastgpienie rOwnan
rozniczkowych przez rdwnania
roznicowe dla kolejnych
weztow obszaru.
Formowanie uktadu
rownanliniowych

Budowa dyskretnej reprezentacji
rownania catkowego dla kolejnych
weztéw brzegu.
Formowanie uktadu réwnan
liniowych

Budowa macierzy sztywnos$ci
kolejnych elementow.
Formowanie uktadu réwnan
liniowych

’

!

}

Modyfikacja uktadu rownan —
wprowadzenie warunkow
brzegowych

Modyfikacja uktadu rownan —
wprowadzenie warunkow
brzegowych

Modyfikacja uktadu rownan —
wprowadzenie warunkow
brzegowych

!

!

|

Rozwiazanie uktadu rownan
liniowych (macierz rzadka,
pasmowa, zwykle

symetryczna)

Rozwiazanie uktadu rownan
liniowych (macierz pehna,
niesymetryczna)

Rozwigzanie uktadu rownan
liniowych (macierz rzadka,
pasmowa, zwykle symetryczna)

|

y

y

Obliczenia uzupetniajace, np.
pochodnych poszukiwanych
funkcji w weztach

Obliczenia uzupetniajace, np.
poszukiwanych funkcji i ich
pochodnych w wybranych punktach
obszaru

Obliczenia uzupetniajace, np.
funkcji i jej pochodnych funkcji
wewnatrz elementéw skonczonych

Rys. 4. Ogblny schemat postepowania przy obliczeniach metoda rdznic skonczonych, metoda
elementéw brzegowych 1 metoda elementdéw skonczonych
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Rysunek 4 przedstawia og6lny szkic algorytméw MRS MEB i MES dla typowego
problemu liniowego, na przyklad dla zagadnienia Laplace’a, zagadnienia Poissona lub
liniowego zadania teorii sprezystosci.

Poréwnanie powyzszych trzech metod jest w ogolnym przypadku bardzo trudne.
Istnieja pewne szczegodlne zagadnienia, dla ktorych za najbardziej efektywng mozna uznaé
metode roznic skonczonych lub metode elementow brzegowych. Jednak niewatpliwie
najbardziej uniwersalng jest metoda elementéw skonczonych. Fakt ten potwierdza
powszechno$¢ zastosowan inzynierskich programoéw komputerowych MES.

Metoda elementow skonczonych powstata w latach piec¢dziesigtych XX wieku jako technika
obliczeniowa stosowana praktycznie, bez formalnych podstaw teoretycznych. Podwaliny dato
opracowanie metody analizy wytrzymalosciowej poprzez podziat zlozonych konstrukcji
nosnych na skonczong liczbg uproszczonych elementéw sktadowych. Zwigzki, ktére musiat
spelnia¢ tak zbudowany model zapisywano w postaci macierzowej. Otrzymywano uklady
réwnan z wieloma niewiadomymi, ktérych liczba zwigzana byla z doktadnoscia przyjetego
modelu.

Czynnikiem wptywajacym na gwattowny rozwo6j MES byl postep w technice komputerowej i
potrzeby intensywnie rozwijanego wowczas przemystu zbrojeniowego 1 lotniczego. Analiza
podstaw teoretycznych metody, jej systematyzowanie 1 zwigkszanie efektywnosci
doprowadzito do korzystania z MES jako ogolnej metody obliczen problemoéw ciggltych w
matematyce, a takze do szerokich zastosowan w praktyce inzynierskiej przy analizie pol
naprezen odksztalcen 1 przemieszczen, pol elektrycznych, magnetycznych, termicznych,
zagadnien przeptywowych a takze pdl sprzgzonych (np. zagadnien naprezen temperaturowych

czy problemoéw elektryczno-cieplnych).
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4. KONCEPCJA METODY ELEMENTOW SKONCZONYCH
NA PRZYKLADZIE ROWNANIA POISSONA

MES opiera si¢ na podziale analizowanego obszaru na typowe, male podobszary nazywane elementami
skoficzonymi. Wewnatrz kazdego elementu skonczonego poszukiwane funkcje przyblizane sa za pomoca z gory
zatozonych funkcji aproksymujacych nazywanych funkcjami ksztattu.

Koncepcj¢ metody przeanalizujemy na przyktadzie rownania Poissona (33). Wykaza¢é mozna, ze rozwigzanie

rownania (33) z warunkami brzegowymi (34) jest rownowazne rozwiazaniu zadania minimalizacji funkcjonatu

2 2
1 ou ou
I(uw)=— — |+ — =2 , d () — dr’, 81
(u) 2£ {a)qj [axzj S (xp,x))u lj%u (81)

q
gdzie funkcja u spelnia warunek Dirchleta
u(x) =u,, xel, (82)
W metodzie elementow skonczonych dyskretyzacja prowadzi do zamiany zadania minimalizacji funkcjonatu (81)

na zadanie minimalizacji funkcji wielu zmiennych.

X
’ A wezly elementy

obszar ()

kontur T

X4

Rys. 20. Podziat obszaru analizy Q na elementy skonczone i aproksymacja analizowanej funkcji wewnatrz
elementu za pomocg wartosci weztowych.

W tym celu dzielimy obszar 2 na elementy €2, (rys. 20)
LE
a=Jo, i QNQ,=0 iz*/, (83)
il

gdzie LE oznacza liczbe elementow skonczonych w obszarze €.
Zakladamy, ze warto$¢ funkcji poszukiwanej u()? ) w dowolnym punkcie wewnetrznym kazdego elementu

mozemy okresli¢ za pomoca jej wartosci w weztach tego elementu zgodnie z formuta
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LWE

u(x,x,) =Y N,(x,x), (84)
i=1

gdzie LWE oznacza liczbg weztéw elementu,

u.,i=1,.,LWE s3warto$ciami poszukiwanej funkcji w weztach,

Ni(x1,x2) sa zalozonymi z gory funkcjami aproksymujacymi, tak zwanymi funkcjami ksztattu.
Elementy skonczone facza si¢ ze soba w weztach, dzigki czemu zachowana moze by¢ ciaglos¢ analizowane;j
funkcji na granicach migdzy elementami. Funkcje ksztattu ; z reguly definiowane sa w lokalnych uktadach
wspotrzednych, zwigzanych z wezlami elementu, dzicki czemu ich posta¢ jest uniezalezniona od wielkoSci
elementu i usytuowania jego weztow.

Warto$¢ funkcjonatu po dyskretyzacji obszaru mozna przedstawi¢ jako:
2 2
2| ou ou &
I(M)EZ—J- [—j +(— =2f(x,x,)u in—ZJ‘qoudFj (85)
i 2 Q 0x, 0x, lr,
gdzie LK oznacza liczbe krawedzi elementow lezgcych na czesci I p konturu, a funkcja u okre$lona jest w kazdym

podobszarze €2, przez zwigzki typu (84).

Wewnatrz kazdego elementu, zgodnie z (84) mamy:

ou_REaN,

ox, ‘Fox " (86)
o _REoN,

x, Sox, "

Po podstawieniu (86) do (85) i po przeprowadzeniu catkowania /(1) staje si¢ funkcja wartoéci weztowych

u, i=12,...,LW  gdzie LW oznacza liczbe weztéw podzielonego obszaru.

1

Jesli funkcje te przedstawimy w postaci macierzowej otrzymamy:

ki ky ks kg U b,

1 ky  ky u, b,
[(u)zELul,uz,u3,...,uLWJ ky, ks, u, —Lul,uz,u3,...,uLWJ b,
i Ky kLWLW_ Uy by

Zwiazek ten mozna zapisa¢ w skroconej formie:

12 K]} o).

IXLW  LWxLW LWxl IxLW  LWx1

Indeksy na dole poszczegdlnych symboli oznaczaja wymiary wektoréw i macierzy.

Warunkiem koniecznym minimum tej funkcji jest zerowanie si¢ jej wszystkich pochodnych czgstkowych:
ol .
—=0, i=1...,LW. (88)

ou,

Otrzymamy stad
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[K]{u} =15}, (89)
czyli uktad liniowych z nieznanym wektorem wartosci weztowych funkcji U . Przed rozwiazaniem tego uktadu
nalezy uwzgledni¢ jeszcze znane z brzegowego warunku Dirchleta niektore warto$ci 4 .

Po rozwigzaniu uktadu otrzymujemy wszystkie wartosci weztowe U, . Mozemy wtedy wyznaczy¢ przyblizone
wartos$ci funkcji U i jej pochodnych wewnatrz kazdego elementu korzystajac ponownie ze zwiazkow (84) 1 (86).

Macierz [K ] jest macierza symetryczng, dodatnio okre$long, pasmowa (rys. 21).

LW
A
N
m
—
elementy
zerone
Ns-elementy
1] niezerowe LW- liczba stopni swobody
ﬁ m - szeroko$¢ pitpasma mecierzy

Rys. 21. Symetryczna macierz uktadu rownan MES

Szeroko$¢ potpasma m macierzy [K ] zalezy od przyjetej w wektorze {u} numeracji weztow obszaru. Zwykle

mozemy tak zmieni¢ numeracje aby uzyskaé m << LW .

10
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5. MES W ANALIZIE KONSTRUKCJI PRETOWYCH

Metoda elementow skonczonych w statyce konstrukcji przedstawiana zwykle jest jako
metoda przyblizona wykorzystujaca twierdzenie o minimum catkowitej energii potencjalne;
uktadu odksztalcalnego.

Catkowita energia potencjalna (V) jest roznica energii potencjalnej odksztalcenia sprezystego (U) i energii
potencjalnej obciazen zewnetrznych (- W), gdzie W, nazywane jest pracg obciazen zewngtrznych
V=U—-W, =min!, (90)
Catkowita energia potencjalna jest funkcjonalem, ktorego argumentem jest funkcja opisujaca przemieszczenia
ciata odksztalcalnego. Pod wplywem obcigzenia w ciele powstaje takie pole przemieszczen, dla ktorego V'
przyjmuje warto$¢ minimalng. Wowczas uktad odksztatcalny pozostaje w stanie rownowagi.
Funkcje opisujace pole przemieszczen musza dodatkowo spetniaé przemieszczeniowe warunki brzegowe.
Wowczas warunek minimum calkowitej energii potencjalnej jest warunkiem koniecznym i dostatecznym
roéwnowagi sprezystego ustroju odksztatcalnego poddanego obcigzeniu zewngtrznemu.

Prezentacje metody elementéw skonczonych zaczniemy od konstrukcji belkowych, nalezacych do

najprostszych pretowych elementdéw konstrukcyjnych.

5.1. BELKI

N
W przypadku belek obcigzonych obcigzeniem ciggtym p [—} catkowitg energi¢ potencjalng okresla wzor:
m

! /
VzéjEI(w")zdx—J.pwdx, 91)
0 0

gdzie w(x) jest funkcja ugiecia belki o dtugosci /.
W przypadku wystgpowania dodatkowych obciazen skupionych w postaci sit P i momentow sit M, wzor (91)

przyjmie postac
! !
% :% [E1Gwy dx~[ pwdx =Y Pw, - Y M 6, ©2)
0 0 i J

gdzie W, i 6’j oznaczaja odpowiednio przemieszczenie w punkcie przylozenia sily Pl i kat ugiecia w punkcie

przytozenia momentu sity M T

Metoda elementéw skonczonych jest przyblizona metoda znajdowania minimum funkcjonatu V' i ma wiele
wspolnego ze znang od dawna metodg Ritza.
Przypomnijmy najpierw schemat postepowania w metodzie Ritza:

1. Lini¢ ugiecia opisujemy za pomocg rozwigzania przyblizonego

11
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w(x) = Z a,0,(x), 93)
i=1

gdzie a; s3 nieznanymi parametrami, a (9, sa z gory zatlozonymi funkcjami.
Funkcje @, musza by¢ liniowo niezalezne, to znaczy zadna z nich nie moze by¢ kombinacjg liniowa

pozostatych a VNV(x) spelnia¢c powinna przemieszczeniowe warunki brzegowe (dotycza one
poszukiwanej funkcji przemieszczen i jej pochodnych do rzedu o 1 mniejszego niz najwigkszy rzad
pochodne;j funkcji poszukiwanej w minimalizowanym funkcjonale)

Podstawiamy I/NV(X) do funkcjonalu catkowitej energii potencjalnej (92). Otrzymujemy energi¢
potencjalng jako funkcje nieznanych parametrow a,,a,,...a, .

Warunek minimum funkcjonatu zastgpujemy przez warunek minimum funkcji wielu zmiennych
oV .
—=0, i=1,..,n. (94)
oa,

Poniewaz V jest funkcja kwadratows, dodatnio okreslona, to warunek (94) jest wystarczajacy dla

wyznaczenia minimum.
Warunek minimum (94) stanowi uklad » rownan liniowych z niewiadomymi @,,a,,...q, .

W wyniku rozwigzania uktadu (94) otrzymujemy wartosci parametréw a;, ktore jednocze$nie okreslaja
otrzymane rozwigzanie przyblizone (93).
Stad tatwo wyznaczy¢ przebieg momentu gnacego i sily tnacej
~ _ ~ 1
M ,(x) = EW'(x),

3 (95)
T(x)=—EIV"(x).

12
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PRZYKELAD 5.

Poréwna¢ rozwigzanie Sciste dla belki wspornikowej (rys. 22) o dtugosci / obcigzonej statym rozktadem sit p, |:—} z
m

L . L~ 2 3
rozwigzaniem metoda Ritza zakladajac, ze W(X) = a, + a,X + a;x~ + a,x".

(el —

Rys. 22. Belka wspornikowa obcigzona obcigzeniem cigglym po [N/m] (przyktad 5)

Rozwigzanie

. L, ., . " _
Rozwiazanie $ciste, otrzymane na przyktad z calkowania rOwnania rézniczkowego W (x) =

w(x)=——— 54 EI 0 (6" —4Ix + x*)x7,

M, @)=L =),

T(x) = =py (I = x).
Funkcja przyblizona W powinna spetniaé warunki brzegowe:
Wx=0)=0, W(x=0)=0.
Stad otrzymamy
W(x) = a,x’ +a,x’.
Calkowita energia potencjalna V , zgodnie ze wzorem (92) jest rowna:
3 4

V=%(4a321+12a3a412+12a4l )— p(a3%+a4l—).

4

Warunek minimum przyjmie postaé:

3
a EI(SI +127%a,) - Pl .
8a3 3

4
v _H = (12%a, +241a, ) - Pl
8a4 4

Stad

Rozwiazaniem przyblizonym jest wigc
2
w(x)zipol x2_ pO 3
24 EI 12E1

3

M (x)—— I? p—olx,
12 2
f(x)zlol.

Porownanie rozwiazania $cistego i przyblizonego przedstawione jest na rys. (23).
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VY(X)A qo‘zﬂl 12.5
W(x) EJ
8.35
W(x)
/ | WK
4 12.5
4
4.427/ 8.203
4
//
1318/ 4.167
r
1.172
il I X
4 2 4

T(x)

Rys. 23. Rozwigzanie $ciste i przyblizone dla zadania belki wspornikowej (przyktad 5)
Wykresy na rys. 23 wskazuja, ze rozwigzanie przyblizone W jest bardzo bliskie rozwigzaniu $cistemu w(x).
Doktadno$¢ rozwiazania przyblizonego jest gorsza, gdy poréwnamy M < (x) i M q (x), a zupekie

niezadowalajagca w przypadku poréwnania rozktadu sit tngcych 7' (x) i f (x). Taka cecha rozwigzania
przyblizonego jest charakterystyczna dla wielu metod przyblizonych, takze dla MES. Kolejne pochodne funkcji
aproksymujacej sg w metodach przyblizonych coraz bardziej odlegte od odpowiednich pochodnych w rozwigzaniu
$cistym.

Rozwigzanie metoda elementéw skonczonych przebiega w sposdb podobny do przyjetego w metodzie

Ritza. Zasadnicza réznica polega na innej koncepcji doboru funkcji aproksymujacych. W metodzie Ritza mamy

14
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do czynienia z aproksymacja globalng, parametryczng. Funkcje aproksymujace sg okreslone w catym obszarze a
ich przebieg uzalezniony jest od wartosci parametrow wystgpujacych we wzorach definiujagcych. W rezultacie
zmiana dowolnego parametru prowadzi do zmiany przebiegu poszukiwanej funkcji w catym obszarze.

W metodzie elementow skonczonych stosuje si¢ aproksymacj¢ lokalng, wezlowa. Oznacza to, ze funkcje
aproksymujace definiowane sg lokalnie w elementach skonczonych, a ich przebieg okreslany jest przez wartosé
funkcji w weztach siatki podziatu. W efekcie zmiana jednego parametru (wartosci funkcji w jednym wezle)
zmienia rozwigzanie tylko w bezposrednim otoczeniu tego wezta. Postgpowanie jest zblizone do przyjmowanego

w grafice komputerowej i programach CAD przy aproksymacji ksztattu za pomoca funkcji sklejanych.

| VWi=a W,=q,

e 2
C S _
@ @

le

0,=q,

Rys. 24. Element skonczony belki

Typowy element skonczony belki (rys. 24) stanowi segment o dlugosci . , w ktéorym zatozona posta¢ funkcji

ugigcia wyraza si¢ wzorem
w(é) = + o, +ad’ +a,é’ (103)
Taki wielomian jest okre$lony przez cztery parametry &;. W MES dazymy jednak do tego, aby funkcja ugiecia

byta definiowana przez przemieszczenia weztowe. Przyjmijmy, Ze cztery niezalezne przemieszczenia wezlowe:

wi 1 ws czyli przemieszczenia wgzlow oraz (91 i 92 czyli katy obrotu w weztach tworza wektor (macierz-kolumne):

q, W
o
lq}. = L0 17 (104)
q, W,
q4), 0,

Wektor {q } nazywamy wektorem przemieszczen weztowych elementu skonczonego lub tez wektorem stopni

e

swobody elementu. Ugiecia W(&) przedstawimy jako uzaleznione od przemieszczen weztowych qi wg formuty
4

w(&)=2 N.(&)q, - (105)
i=1

Potrzebne jest wigc wyznaczenie zwigzkéw migdzy stopniami swobody &,Q,,Q,, funkcji w&) (103) a

nowymi stopniami swobody ¢,,4,,45,4, (105).

Zauwazmy, ze:

15
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ql = W(O) = ala
dw
q, = d_é:(o) =0,
(106)
g =wl)=a,+a,l +a.l’ +a,l,
q4=fl—g(1):a2+2a3le+3a4lf.
Rownania (106) mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej
g) [1]0]0]0](g
g ol1]o]o0|la
2= T T 2 (107)
Q3 e e e a3
. 0| 1|20 |32||e,
Stad wyznaczy¢ mozna zalezno$¢ odwrotng
1 0101} O0
“llol1]o]o]lD
o | q,
AREIEIER AR "
2 2
a) | B2 ||
20121
Lol L|E
Podstawiajac (108) do (103) otrzymamy
a, q,
2 23 |% q,
WO =[LEEE )TN NONEN@] (109)
3 3
a, q,
gdzie
2 3
Nl(f):1—3§—2+2§—3,
le l@
2 3
A
g ¢ é‘; (110)
2 3
N =45

Funkcje N ; (&) nazywamy funkcjami ksztaltu elementu belkowego. Sa one oczywiscie, tak jak zatozona wstepnie

funkcja ugigcia (103), wielomianami trzeciego stopnia. Ze zwigzku (109) wynika, ze kazda z funkcji NV, l(f )

16



GRZEGORZ KRZESINSKI. MES_1. CZESC 1. MATERIALY DO WYKEADU.

opisuje linie ugigcia elementu belki, w ktérym przemieszczenia weztowe s3: ¢, = l,adla j#i g¢q ;= 0 (rys.

25).
N} N,(&)
1 £
s Lo £
N,(¢) N(e)
o tga=1 tga=1
g
L ¢ . ¢

Rys. 25. Funkcje ksztattu elementu belki

Znajac funkcje ugiecia (109) mozemy wyznaczy¢ rozktady pochodnych linii ugiecia W(f ) jako funkcje potozenia
i przemieszczen weztowych. Mamy wigc
w(&) =N &) Hdl, -
w(&)=[N'() {q}, (111)
w'(§) = N"(©) J{g},
Takze calkowita energi¢ potencjalng elementu belki mozna przedstawi¢ jako uzalezniong od przemieszczen
weztowych. Catkowita energia potencjalna elementu belki o dtugosci le obcigzonego obcigzeniem ciggtym p(f )

jest zgodnie z (92) okreslona wzorem:
V,=U.-W, ——j( () dé - fp(cf)W(é)dé LEw =2 M8, (112)

Wykorzystujac (111) mozemy po kolejnych przeksztatceniach uzyska¢ wyrazenie na energie sprezysta U . W

formie macierzowej:

E[ le U4 " " 14
= [W(©w (5)d§——quJ AN ){q}, d¢
0
[ Nl" Nl!l Nl” NZ” Nl” N3II Nlll N4(( ]
le n n n n " 14 " 14
_ % lal I N, N/ N,N,” N,’N, N,N, i¢(a)

n " n n 14 14 " 14
o| NN NN NN NN,

I N4 4 Nl 14 N4 14 NZ 14 N4 " N3 4 N4 " N4II |

Wynik mozemy zapisa¢ w postaci

17
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U.=5Lal Ik 4. a1)

gdzie

A A A A
[N'N'dge [N'Nde [N'Nds [N'N/dg
0 0 0 0

I, I, A A
[N'Nag [N'Nds [NN'dg [NN,d¢
[k], = EI f ;0 ;0 ;0 . (114)
J‘N3”N1”d§ J'N3"N2”d§ IN3”N3”d§ J'N3!/N4”d§
0 0 0 0

I, I, A I
IN“”Nlﬂdg .[N4"N2”d§ J‘N4”N3Ud§ .[N4”N4”d§
Lo 0 0 0

Macierz [k ]e w wyrazeniu (113) nazywamy macierza sztywnosci elementu skonczonego belki. Po podstawieniu

do wzoru (114) drugich pochodnych funkcji NV, (&) i obliczeniu warto$ci catek otrzymamy:

6 3. -6 3l

e

_2EI3L, 21} 3L, I

k| = 115
[£]. -6 -3 6 -3l (115
3 -3 2r
Podobnie przeksztalcamy pracg obcigzenia ciaglego dziatajacego na element skonczony:
I, I,
Wl = [ p&w&dé = [ p&)| N g}, dé =
0 0
le
= ILNl (E)P(§)dE,N,(E)p(§)dE, Ny(§) p(§)dE, N(§)p(§)d¢ [{q}, dS,
0
q,
W =| FESFF | Zz = F| {q},. (116)
3
q,

E = [ N(©p&)dé )

Wzér (116) wskazuje, ze wartosci Ff mozemy traktowaé jako warto$ci uogdlnionych sit weztowych
réwnowaznych obciazZeniu cigglemu p(&) dzialajagcemu na analizowany element skonczony. Elementy Fle i
F, wektora {F }e sa sitami skupionymi dzialajacymi w weztach elementu a er i 4e sa wartosciami

momentow sit dziatajacych w tych weztach.

18
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PRZYKELAD 6.

Znalez¢ warto$ci rownowaznych sit weztowych odpowiadajacych obciazeniu cigglemu o statej wartosci p(é: ) =D,-

Rozwigzanie
Obliczajac wartosci kolejnych catek (117) otrzymamy:
e pOZ
K =F ===
2
12
2
e _ pOle
L=
12

Pole Pole
2 polze polze 2
12 12
OrTrrrrrrori®

Rys. 26. Sity weztowe w elemencie belki rownowazne obciazeniu cigglemu p,

Zwiazki (113) 1 (116) pozwalaja napisa¢ wyrazenie na caltkowita energi¢ potencjalng elementu skonczonego belki

W postaci

V'e:Ue—VVzﬁ%LqJe[k]e {q}e—LqJe{F}e. (119)

1x4 4x4 4x1 1x4 4x1

Indeksy na dole oznaczaja wymiary poszczegdlnych wektorow i macierzy.
Jezeli belka zostala podzielona na LE elementow skoficzonychi LW weztéw, to jej ugiecie opisane jest przez

n=2LW stopni swobody, tworzacych tak zwany globalny wektor stopni swobody modelu belki:
q,
{a)=1"
q,
Kazdemu elementowi belki odpowiadajg cztery sposrod stopni swobody g, i=L2,...,n).

Energia sprezysta elementu skonczonego U, moze by¢ wige zapisana w postaci

U, =%L3J[k*] {q}, (120)

n nxn e nxl
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gdzie rozszerzona macierz sztywnosci elementu o wymiarze X7 [k*:l ma, tak jak macierz (115), tylko 16
e

niezerowych elementoéw. Ich miejsca w macierzy uzaleznione s3 od pozycji jaka maja kolejne stopnie swobody

elementu w globalnym wektorze stopni swobody {q } .

a, a, d a,
q q q q
M, @ N2 e VB @ N\
b

b1 L L L N L D '

7 =L f P
e 3 M

Rys. 27. Model utwierdzonej jednostronnie belki obcigzonej sitami skupionymi P,M oraz obciazeniem ciaglym
Py

PRZYKEAD 7

Model belki przedstawionej na rysunku 27 sktada si¢ z trzech elementéw skonczonych i czterech weztéw. Globalny wektor
stopni swobody ma wi¢c 8 elementow:

9 w
9, 6,
q; W,
a6
taf=y "=
qs Wy
46 o,
q; W,
qs 0,

Stopniami swobody elementu pierwszego sa ¢,,4¢,,q5,q, elementu drugiego: ¢5,4,,q5,{, a elementu trzeciego

qs5.94-4; 45 - Kolejne macierze [k* J majg wigc postac:
1

[#]= [#],= (]

gdzie niezerowe elementy macierzy wypetniaja jedynie obszar przyciemniony i okreslone sg przez wzor (115).

Przedstawienie U, w postaci (120) daje mozliwo$¢ tatwego zsumowania energii dla calej analizowane;j

konstrukeji
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u=3v.=3al £1x] Jia) 3o ixta) 2

i=1

Wspdlczynniki macierzy [K ] stanowig, zgodnie z regulami dodawania macierzy, sumy odpowiednich

wspotczynniki macierzy [k *:' .

e

W rezultacie calkowita energia potencjalna catej konstrukcji moze by¢ zapisana jako:
1
y=U-W.=lal[K}aj-La {F}. (122)

gdzie {F } oznacza wektor sit wezlowych modelu. Wyliczajac elementy wektora {F } uwzgledniamy
rownowazne sity weztowe od obciazenia cigglego oraz istniejace sity skupione. W ten sposob otrzymaliSmy
catkowitg energi¢ potencjalng belki jako funkcje nieznanych przemieszczen we¢ztowych {q} . Poniewaz jest to

kwadratowa, dodatnio okreslona funkcja wielu zmiennych wigc twierdzenie o minimum calkowitej energii
potencjalnej prowadzi do warunku:
oV .
—=0, i=12,3,...,n
0g,

Dokonujac rozniczkowania wyrazenia (122) otrzymamy uktad rownan liniowych

[K]{q} ={F}. (123)
Przed rozwigzaniem (123) nalezy uwzgledni¢ przemieszczeniowe warunki brzegowe, czyli warunki podparcia
konstrukcji. Warunki te oznaczaja narzucenie wartosci niektorych elementéw wektora {q} . Macierz [ K] ukfadu

rownan przed uwzglednieniem warunkow podparcia jest, podobnie jak kazda z macierzy sztywnosci elementow,
macierza osobliwa. Jest to odzwierciedleniem faktu, Ze bez narzucenia przynajmniej takich warunkow podparcia,
ktore uniemozliwiaja ruch modelu konstrukcji jako bryly sztywnej, rozwiazanie w postaci przemieszczen bytoby

niejednoznaczne. Uwzglednienie warunkow podparcia prowadzi do modyfikacji uktadu réwnan. Po rozwigzaniu
przeksztatconego uktadu (123) otrzymujemy wartosci wszystkich przemieszczen weztowych {q} . W koncowe;j
fazie obliczen mozemy wyznaczy¢ rozktady sit wewngtrznych w kazdym elemencie skonczonym.

q,
" 14 n n n q

M (&) = Elw (5):EILN1 ,N, ,N, ,N, J qz ,
3

44),
q
9,

414

q4),

(124)

T(g) — _EIW”’(g) — EI \\Nlﬂl , sz : N3W ’ N4m

Po wyznaczeniu kolejnych pochodnych funkeji ksztattu IV, (&) okreslonych przez wzory (110) otrzymamy
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2. 0L, 6, 2 12, L. 6, L
Mq(é:):{f(é:_a)%+E(§_§Ze)% _3(5_5)q3+g(§_§)Q4 El,
(125)

r(&)= {9

6
13 (ql _Q3)+Z_2(q2 +Q4) E]

e

Ze wzoréw (125) wynika, ze przy zatozonych funkcjach ksztattu M (&) jest zawsze funkcja liniowa na

prezentowanym elemencie skonczonym belkia 7' (f ) jest funkcja stats.

PRZYKLAD 8

Model belki przestawiony w przyktadzie 7 i na rysunku (27) prowadzi do uktadu rownan

k., | ki
o a) [k
21 22 qz F'2
1 1
kyy | ks, q, F,
1 1
k41 k42 q, _ F:;
0| 0 qs| |55
0 | 0 9| | F
0| o 4| |5
0| 0 a) 5
gdzie k; oznacza wspotczynnik (i, ] ) macierzy elementu skonczonego o numerze €.
Uwzgledniajac podane warunki podparcia i obciazenia oraz podstawiajac wartosci wspotczynnika k; mamy:
6 | 3, | -6 | 3 0 0 0 0
e e E
3, |22 | 3L 22 o | o | 0 | o 0 F,
' 0
6 |32 o6 |3]o | o Pole
; q; 0
2Er |3 L]0 4 ol
3 = e
Le 0 0 -6 qs M
o | o |3 G| | p,Pde
47 2
0 0 0 qs _pole2
0 0 0 12
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Do ukfadu réwnafi wprowadzilismy jako znane g, = 0i q, = 0 (warunki utwierdzenia wezta pierwszego). Nieznane sa

natomiast wartosci E i F2 , poniewaz nieznane sg wartosci reakcji.

PRZYKLAD 9
Jesli model belki z rysunku 22 skladacé si¢ bedzie tylko z jednego elementu skonczonego otrzymamy uktad réwnan:
F
6 |3 |63 |0 F,
2EI| 31 |27 | 31| I ||O| | pi
Pl-6|-31] 6 |=3lqg| | 2
31| 17| =328 ||q, -pol’
12
Rozwiazanie mozemy otrzymac przeksztalcajac powyzszy uktad rownan do postaci
£
F,
(4]} " =15},
qs
q,
lub, co prostsze, redukujac go do dwoch ostatnich rownan (po przyjeciu g, = 0i q, = 0)
2EI Pl
1—3(66]3 -3lg,) = 707
2EI —pl
220 (S3lg, +207g,) = 2o
i (Blgy+20q,) =—1
Rozwiazaniem jest:
_ l Pl )
R
1 p,l°
q, =—
6 EI

Wyznaczajac ugigcie, zgodnie ze wzorem (109) otrzymamy

3 1\pl” . (_2 ljpol s_ 5 o’ 0 ol s
S iy < L S e ol S Tt L U of
e) (8 6) EI d 8 6 EI§ 24 EI d 12E]§

czyli rozwiazanie identyczne z uzyskanym metoda Ritza — przyktad 5. Wynik jest oczywisty jesli zauwazymy, ze w obu
przypadkach stosowali$my jako funkcje przyblizajaca lini¢ ugigcia wielomian trzeciego stopnia. Réznica polega na przyjeciu
réznej parametryzacji (103) o metodzie Ritza i (105) w MES.

W metodzie elementdéw skonczonych nieistotna jest statyczna wyznaczalno$¢ lub statyczna
niewyznaczalnos¢ konstrukcji. StwierdziliSmy poprzednio, ze minimalna liczba odebranych stopni swobody
odzwierciedlajacych warunki podparcia odpowiada odebraniu mozliwo$ci ruchu modelu jako ciala sztywnego.
Wigksza liczba warunkéw podparcia utatwia jedynie rozwigzanie poniewaz zmniejsza liczbe niewiadomych, a w
duzych zadaniach dodatkowo ,stabilizuje” rozwigzanie i poprawia dokladno$¢ wynikéw (poprawia

uwarunkowanie numeryczne zadania-patrz podrozdziat 8.1).
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M,
P

@® [ ®

A B@

M,
. Fc

Rys. 28. Belka o dtugosci 2/ podparta w sposob statycznie niewyznaczalny (przyktad 10)

PRZYKEAD 10

Obliczyé metodg elementéw skonczonych ugiecie punktu B belki z rysunku 28.
Rozwigzanie
Przyjmujac model obliczeniowy ztozony z dwoch elementéw skonczonych otrzymamy

1210 [30](¢q,) [-P
0|42 2 g, t=1{M,
30 P 2 ||q, ] | M,

2EI
13

Odwracajac macierz powyzszego uktadu rownan dostaniemy

4, w, l 707 | 31 | =120 |[-P

=20, '=—| 3/ 15 | =12 KM
q, 2 96E] 1
9 0, —-12/ | -12 | 48 M,

Poszukiwane ugigcie punktu B jest wigc rowne

~7PF  MI* M.’
w, = + -
96EI  32EI 8EI

Jest to rozwiazanie dokladne, poniewaz rozwigzaniem doktadnym dla segmentu belki nie obcigzonej obciazeniem ciaglym jest
wielomian trzeciego stopnia, a taki wtasnie wielomian jest zatozona z goéry funkcja ugigcia na elemencie skonczonym.

5.2 PRETY ROZCIAGANE I SKRECANE. SPREZYNY

Podstawa do zbudowania ukladu rownan metody elementéw skonczonych jest sformutowanie zwigzkow
obowigzujacych w elemencie skonczonym, a takze umiejetno$¢ budowy macierzy sztywnosci elementu i
wyznaczania rOwnowaznych sit weztowych od obcigzenia ciaglego. Bardzo proste zaleznos$ci otrzymamy stosujac
przedstawiony wczesniej sposob postepowania w przypadku rozciggania i skrecania. Przeanalizujemy najpierw

najprostszy element preta rozcigganego lub $ciskanego (rys. 29).
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F, aaaalﬁ)a

2
—

>(4> -
@ u1 é u(s) @ u,
le
N1(¢)
1
@ € @
No()
1
O) 3 @

Rys. 29. Dwuweztowy element skonczony preta rozcigganego i funkcje ksztattu N(&),N,(&)

Jezeli przemieszczenie wewnatrz elementu #(E) ma byé jednoznacznie okreslone przez przemieszczenia
weztowe u, i u, to przyja¢ mozna, ze u(§ ) jest funkcja liniowa
u, —u

[

e

u(&)=u, + £ (126)

Przeksztatcajac I/l(g‘Z ) do postaci analogicznej jak (105) otrzymamy:

u(&) :(1—%”1 +§u2 = N,(&), Nz(é)J{zl} =| N |{q}.. (127)

0. ={a) =1

oznacza wektor stopni swobody elementu a

LN =[N, N,(&) ],

gdzie

gdzie Nl(f):l—lé, Nz(f):lé, (128)

oznacza wektor funkcji ksztattu.
Aby znalez¢ macierz sztywnosci wyznaczamy energi¢ odksztalcenia sprezystego zgromadzong w elemencie

skoniczonym. Mamy:
1k EA's ,
U, :EAQ 0(§)€(§)d§=7£ (e(E))dE. (129)

Ze wzoru (127) otrzymamy

e(&) = j—g = [Nl', N, J {2} . (130)
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Energie sprezysta U . przedstawi¢ wigc mozna jako

EA' N, g
UeZT_([Lq“%JE Nl’ \\N“Nz J{ql}edéz

2 2
(131)

EA Y NN NN q 1
=7|_q1’qzjej 1! lr lr 2; dé{ 1} :EI_q_Ie[k]e{q}e’
o| NN, N,N, 1),

EAl 1 -1
[k]e—l—{_l 1}, (132)

e

gdzie

jest macierza sztywnosci elementu preta rozciaganego.

Znajdziemy teraz formuly na wyznaczenie rownowaznych sit weztowych dla dowolnego obciazenia cigglego

N
p(&) [—} dzialajacego na element skonczony. W tym celu obliczmy drugi czton w wyrazeniu na calkowita
m

energi¢ potencjalna

W2 = [ PEuEE = [ N©OpELN, (é)p(é)J{Zl} dé =
= f Nl(f)p(é),f N,(E)p(&)dé {Z} .

Wynik mozemy zapisa¢ jako

W ZLEE,FJL{%} ,

q,
e F = [N@p(©)de. (133

Fl.e nazywamy rownowaznymi sitami wezlowymi od obciazenia ciaglego p roztozonego na danym elemencie.

Budowa uktadu rownan w przypadku preta rozcigganego przebiega w sposob analogiczny do przedstawionego

poprzednio dla belek. W wyniku sktadania macierzy sztywnosci elementu dostajemy globalng macierz sztywnosci

[K]. Po okresleniu znanych elementoéw wektora sit weztowych {F } dochodzimy do uktadu réwnan:

[K1{q}={F}. (134)

Elementy E wektora sit wezlowych oznaczaja w rownaniu (134) catkowite oddziatywanie zewnetrzne

odpowiadajace i—temu stopniowi swobody. Poniewaz przed rozwigzaniem ukladu nie znamy wartosci reakcji to

te sposrod sit £, ktore odpowiadaja odebranym stopniom swobody pozostaja nieznane. Znane sa natomiast

odpowiednie warto$ci przemieszczen ¢, . Po rozwigzaniu(134) znamy wszystkie skladowe wektorow {q} i {F }

, a wiec przemieszczenia wszystkich weztow i ich obcigzenia, w tym reakcje podpor.

Jesli interesuja nas naprezenia w kolejnych elementach wykorzystujemy wzor
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e

ql} :E(%_%) (135)

o=Es= E[N{(&NJ(&)H 0 I

Naprezenie w omawianym elemencie preta rozciagganego jest wigc zawsze stale.

a) b)
v P /) P
—— L
a 7 a 7
( (
0 p,(l-a) _
100 9% w0 2 7
a . ‘
® o5 O D [ @ ®

Rys. 30. Obustronnie utwierdzony pret obciazony: a) sita skupiona P ; b) obciazeniem ciagtym p, (przyktad 11)

PRZYKEAD 11

Obustronnie utwierdzony pret o dhugosci [ jest obcigzony sita P przytozona w odlegloéci @ od jednej z podpor (rys. 30a).
Obliczy¢ przemieszczenie punktu przylozenia sily i reakcje podpor.

Rozwigzanie:
Przyjmujemy najprostszy model, sktadajacy si¢ z dwoch elementoéw skonczonych. Ich macierze sztywnosci sa rowne:

R IO

Uktad réwnan réwnowagi ma wigc postaé:

1 0
al 1 al || d
EA|—= |~ +—— | ———|{q, | =1 R
ala [l-a [—a
1 1 qs F
| l—a l—a_

Uwzgledniajac, ze g = @5 = 0a F2 =P

_P(l-a)a
o EAl
F = —P(l—a)’
/
g _=Pa
/
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Poniewaz w weztach 1 1 3 nie ma innych oddziatywan zewnetrznych to F1 i F; stanowig warto$ci reakcji podpor.

Jesli zmodyfikujemy zadanie przez zmiang obciazenia (rys. 30b) otrzymamy ze wzoru (133) rownowazng sit¢ weztowa

sz — pO (l B a) ’
2
i po rozwigzaniu uktadu
_Po (/- a)2 a
R TTF
_ N2
E — pO (l a) i
2]
p_pl=a)
21

Reakcja w wezle pierwszym jest rowna F1 natomiast zeby wyliczy¢ reakcj¢ w wezle trzecim nalezy uwzgledni¢ warto$¢é
réwnowaznej sity weztowej od obciazenia ciaglego przypadajaca na ten wezel:
& — g _—Pal=a)_p=a)l _-p(-a)i+a)
1= = = .
21 2] 21

Suma reakcji jest wigc rowna
R+R, =-p,(I-a).

Warto zauwazy¢, ze rozwigzanie dla preta z rysunku 30a jest rozwigzaniem $cistym a dla preta z rysunku 30b rozwigzaniem
przyblizonym.

Macierz sztywno$ci sprezyny o sztywnos$ci k (rys. 31) mozemy okresli¢ w podobny sposéb jak dla preta

rozcigganego.

qﬂ1 K qiEZ F=k«Au=k(u,-u,)

—NNV\VN\— .
@ @) [k] =k [4 1]

Rys. 31. Sprezyna jako element skonczony

Energia odksztalcenia sprezystego jest rowna

U :%FAM :%k(Au)z :%k(% Yy ). (136)

1 k —k||u
B

U.=5 1. [6.{d)..

Wynik mozemy zapisa¢ w postaci

gdzie

[k]e = , (137)
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jest macierzg sztywnosci elementu skonczonego sprezyny. Macierz (137) mozna tez otrzymac

bezposrednio z macierzy sztywnosci preta rozcigganego (132) podstawiajac

Postgpujac w podobny sposob latwo znajdziemy macierz sztywnos$ci elementu preta skrecanego, w ktorym mamy

dwa stopnie swobody katy skrecenia koncow:
Gr|1 -1
k| =—= , (138)

gdzie G/ . Jest sztywnoscig preta na skrecanie.
Znajac formuty okreslajace macierze sztywnosci dla roznych elementow konstrukcyjnych mozemy w standardowy
sposob analizowa¢ konstrukcje ztozone. Macierz [K ] ukfadu réwnan metody elementéow skonczonych jest

budowana z uwzglednieniem przyj¢tej numeracji wezldow i stopni swobody. Zmiana numeracji stopni swobody

zmieni sam uktad rownan nie zmieniajgc oczywiscie wynikow zadania.

-

mﬁ)qz a, )q4 qsﬁ)qe

@ ®

@ ©

®

dg G

Rys. 32. Model MES konstrukcji ztozonej z ré6znych elementow konstrukcyjnych
(przyktad 12)
PRZYKLAD 12

Sformutowaé uktad rownan [K ]{q} = {F } dla konstrukcji sktadajacej sie z belki, dwdch sprezyn i preta rozciaganego (rys.
32).

Rozwigzanie
Przyjmijmy podzial belki na 2 elementy skonczone. Model konstrukcji obejmuje dodatkowe 2 elementy skonczone

odpowiadajace sprezynom oraz element preta rozcigganego. Model opisany jest przez 9 stopni swobody ¢;. Macierze

sztywnosci elementow belkowych sg okreslone przez wzor:

6 |3, | -6 3
3, | 22 | =31, | 22
P -6]-3| 6 |-3
3, | 2 [ =31 | 212
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Stopnie swobody elementu pierwszego to §,,4,,45,q, , a elementu drugiego §5,4,,45,4-

Macierz sztywnosci elementu preta rozciaganego jest rowna
F = EAl' 1T -1
, |-
Stopnie swobody tego elementu w globalnym wektorze to ¢ i ¢ .

Macierze sztywnoS$ci spre¢zyn sa rowne:

T A I A

a odpowiadajace im stopnie swobody to ggi g, oraz ¢qi 5.

Uktad rownan [K ] {q } = {F } dla przyjetej numeracji stopni swobody bgdzie miat postac:

1
| -
2 2
\ 9 —Dol;
3 9, 12
' /
A q; Poly
q, 0
2
6 Q6
2
' 0 Dol
7 12
8 0 F
Fy

D —  elementy macierzy szt. elementu 1 (belka),

—  elementy macierzy szt. elementu 2 (belka),

—  elementy macierzy szt. elementu 3 (pret),

E —  elementy macierzy szt. elementu 4 (sprezyna),

Macierz uktadu réwnan [K ] mozna zapisa¢ stosujac symbole k

elementy macierzy szt. elementu 5 (sprezyna).

m

i oznaczajace sktadowe (i, ]) macierzy sztywnosci

elementu skonczonego M .

30



GRZEGORZ KRZESINSKI. MES_1. CZESC 1. MATERIALY DO WYKEADU.

klll + ka kllz klla k114 0 0 0 0
by |k ke k, 0 |0]o0 0
by |k |k th k) [k thy |k kK 0
ki ko | kntk katk, |k |k | O 0

0 0 k321 k322 k323 + k252 k324 0 k152
0 |0 ki ki ki ka0 0
0 0 k5, 0 0 0 |k 0
kS, 0 0 0 0 010 0
0 0 0 0 K, 0|0 k),
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5.3. KRATOWNICE I RAMY PLASKIE

Zwiazki obowiazujace w poszczegodlnych pretowych elementach skonczonych, a takze kierunki przemieszczen
uogodlnionych opisywane byly dotychczas w lokalnych, elementowych ukladach wspotrzednych. W takich
konstrukcjach jak na przyktad kratownica, gdzie musimy zapewni¢ ciggto$¢ przemieszczen na polaczeniach
miedzy roéznie nachylonymi pretami wygodniejsze jest stosowanie globalnego uktadu wspoétrzednych. Zatozmy,
ze analizowany pret (element) kratownicy jest nachylony pod katem & w stosunku do osi X globalnego

kartezjanskiego uktadu wspotrzednych (rys. 33). Poszukujemy zwigzkéw migdzy lokalnymi stopniami swobody

elementu LqJe Zqu,qz Je (przemieszczenia wzdluz osi preta), a stopniami swobody tego elementu w
globalnym uktadzie wspoétrzednych Lq gJ = Lul ,U, Uy, 0, Je.

y

—
X

Rys. 33. Element skoficzony preta kratownicy

Dla obu weztow elementu (I =1,2) otrzymujemy

g, =u,cosa+uy sina. (139)
Poszukiwany zwigzek ma wigc postac:
u,
{ql} :{cosa sina 0 'O } ol (140)
9, ], 0 0 cosa sma|l|u,
v, .
czyli
g}, =1}, } . (141)
Energie sprezysta elementu mozna wigc zapisa¢ w formie
1 1 T
U =3l k1 4). =3, [ 0T 6] [R){a, . 14
2 Ix2  2x2  2x1 2 x4 4x2 2x2 2x4 4x1
lub
1
Ue :thqJe [kg]e{qq}e’ (143)
gdzie
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¢t | se | = | =sc
2 2
EA| sc s —sc | =8
[kg l - 2 2
[, |—c"|=sc| c sc |. (144)
2 2
—sc | —s sc | s

s=sina, ¢c=cosa
OtrzymaliSmy wigc macierz sztywnosci elementu kratownicy w globalnym ukladzie wspolrzednych
kartezjanskich. Kratownica ptaska o LW weztach ma wigc 2LW stopnie swobody odpowiadajgce pionowym

i poziomym przemieszczeniom wszystkich weztow.

PRZYKEAD 13.

Zbudowa¢ uktad rownan MES dla kratownicy z rysunku 34. Jakie jest przemieszczenie wezta 4 jesli 131 = 132 asita P

przytozona jest poziomo (}/ = 0)

Rozwigzanie
Ustr6j sktada si¢ z trzech elementow.
[
Element 1 okreslany przez wezly 1i 4 jest nachylony pod katem & = 181 i ma dugosé [ = .
cos«,
. . [
Element 2 okreSlony przez wezty 2 i 4 jest nachylony pod katem &, = 0 i ma dhugosé [ y =
cos a,
, . , g [
Element 3 okreslony przez wezty 3 i4 jest nachylony pod katem &; = — ﬂz i ma dhugos¢ [ 3 = .
cosa,

. . | 2 . . . .
Kazda z macierzy sztywnosci tych elementow [kl.j] , [kl.j] , [kl.j] jest zdefiniowana przez wzor (144) gdzie l . 1O 53
e e e

dlugoscia i katem nachylenia odpowiednich elementow.
Petny uktad rownan ma wigc postac:

ki |k, | O 000 kis ki 0 2
ko |k | 0] 0010 ks Ky 0 F,
0|0 |k [k 0|0 ki kiy 0 £
o o[ o 0] & & ol | &
010 |0]0 |k |k, ki ki 0f £
01000 |k |k ko ks 0 £
by |k | Ry |k | K| | Ryt h | syt h R || g Pcosy
b | i | Ko |k | k| Ky | sk kG | Ry e+ EG | g Psiny

3 3

ZCZ—’ Z% q, Psiny
EA| 5 s.C L B

Z# Zl—’ 7 Pcosy

Zakladajac, ze ,31 = ﬁz =piy= 0 mamy

33



GRZEGORZ KRZESINSKI. MES_1. CZESC 1. MATERIALY DO WYKEADU.

gdzie c=Ccos f, s=sin 3 .

Stad
o
B+ 28)
g, =0.

Rys. 34. Kratownica z przyktadu 13

Zwiazki otrzymane dla elementu preta rozciaganego i belki moga by¢ wykorzystane do budowy elementu
skonczonego ramy dwuwymiarowej. Element ramy mozemy potraktowac jako struktur¢ bedaca polaczeniem
elementu belki i preta. Przyjmujac numeracje stopni swobody z rysunku 35a i wykorzystujac znane macierze

sztywnosci belki (115) i preta rozcigganego (132) otrzymamy macierz sztywnosci elementu ramy plaskiej:

E_A () () _E_A 0 0 |
le le
12EI | 6EI ~12EI | 6EI
0 3 2 0 3 2
I, I, I, I,
6Ll 4E] —6E1 2FE1
0 : — 1 0 . —
[k] L [, L L,
e | _ . (145)
LA 0 0 E_A 0 0
le le
—12EI | —6EI 12EI | —6EI
0 3 2 0 3 2
le le le le
6Ll 2E] —6E1 4FE]
0 2 0 2
I, I, I, I,

Element ten ma wigc 6 stopni swobody a jego deformacja jest okreslona przez przemieszczenia #(&) i W(&) w

lokalnym uktadzie wspotrzgdnych zwigzanym z weztami 1 1 2 (rys. 35b).
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q2 q5

b)

a,
q
=g, {9}
Qs
Q6

N

c®< c

N

—
X

Rys. 35. Element ramy dwuwymiarowej (a); Stopnie swobody elementu ramy w uktadzie lokalnym {g}. i
globalnym {g,}. (b)

Latwo stwierdzi¢, Zze przemieszczenia uogolnione np. wezta 1 w lokalnym i globalnym uktadzie wspotrzednych
wigzg zaleznoSci:
q, =u,cosa+u,sina,

g, =—u,sina +v, cosa,

q;=0,.
Otrzymamy stad zaleznosci:
9 U
q, b
a5 6,
=[7, =[7.]{4.} - (146)
Al S (AR )
qs L,
qs ), 0,
gdzie macierz transformacji [Tr ] ma postaé
fc|s]0]0]0]O0]
—-s|c|0] 0 (0]O0
7 0(0|1]0(0]O0
=15 ToTo e 5 o| (147
0(0(0]|=s|c|O
0(0(0]O01]0]1
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Energia spr¢zysta zgromadzona w elemencie jest rowna

U, =3lal K] {a}, =5 0. LT TRLIZ e} -
Ue_%tque[kg] 4.},
gdzie (k<] =[] [K],[7]. (149)

jest macierza sztywnosci elementu ramy dwuwymiarowej w globalnym uktadzie wspotrzgdnych.

5.4. PRZESTRZENNE KRATOWNICE I RAMY

Zwiazki otrzymane dla kratownic i ram dwuwymiarowych mozna stosunkowo tatwo uogoélni¢ na
konstrukcje tréjwymiarowe. Przyjmijmy oznaczenia dla elementu kratownicy tréjwymiarowej przedstawione na

rysunku 36. Postepujac podobnie jak w przypadku dwuwymiarowym otrzymamy macierz sztywnosci w uktadzie

globalnym x,y,z:
2 2 _ _
C, cc, | cc, C, c.c, | —¢.c,
2 2
c.c, c, cc, | —cce, | —¢, | —Cc,
2 2
] = EA| c.c, c,c, C; —C.C, | —CC, | —C,
= : > , (150)
. | ¢ | TCc, | —Cc, c, cc, | cc,
2 2
c.cC, c, c.c | ¢c, c, c,c,
2 2
—C.C, | —¢,c, | —C, c.c, c,C, c;

gdzie ¢, =c0sa,, ¢, =cosa,, C, =COS, .

{a} =

NE N< NC _‘E _‘< =

Rys. 36. Element skoficzony kratownicy trojwymiarowej

Macierz sztywnosci elementu belki 3-wymiarowej (rys. 37) mozna zbudowac¢ przez ztozenie znanych juz macierzy

sztywnosci dla rozciagania (132), skrecania (138) i zginania (115).
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z' Z
W) y , e
, v, @i v,
z ;
'*"*;r*;. ****************** Uy
@ 1 @
T

X

T
{ah=Jus Vi, Wi 9390087, Us, Vo, W, ,wé,wé,soéj

Rys. 37. Element ramy trojwymiarowej w uktadzie lokalnym wspotrzednych x'y'z' w ukladzie globalnym xyz

W uktadzie lokalnym X ',y',z ' zwigzanym z osig wzdluzng preta i potozeniem gltéwnych osi bezwiadnosci

przekroju ma ona postac:

- | i
T macierz symetryczna
12E1,
0 =
12E1,
0 Y
13
Gl
0 0 0
l(’
6EI, 4EI
0 0 2 0 2
I I,
6EL, 4EI,
0 : 0 0 0o ==
IS L
[4]. = EA EA
22 0 0 0 o =
e l@
12E1 6EI 12E1
0o - 0 0 0 - -
l{’ ZZ ZZ
12E1 GEL 12E1,
0 . 0 = 0 0 0 13)
0 0 0 f;[‘ 0 0 0 0 0 al,
6EI , 6EI 4EI
0 0 o [12EL 0 0 0 2 0 il
’ ; ’ )
6EL, 2EI, 6EI, AEL,
0 0 0 e 0 0 ==

(151)
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Rozwigzywanie trojwymiarowych konstrukcji pretowych metoda elementéw skonczonych jest
obliczeniowo ztozone: jeden element skonczony kratownicy ma 6 stopni swobody, a ramy 12 stopni swobody.
Dlatego nawet proste obliczenia wykonywane sg technikami komputerowymi. Warto tu podkreslic, ze
wykonywanie wszelkich obliczen metoda elementéw skonczonych bez zastosowania komputera jest zwykle
nieefektywne i ma jedynie znaczenie dydaktyczne, poznawcze. Atutem metody jest uniwersalizm podejscia i
prosta automatyzacja obliczen uzyskane kosztem duzej liczby operacji arytmetycznych potrzebnych do

otrzymania rozwigzania.
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